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R�esum�e.
Dans cette note, nous explorons les positions d'�equilibre prises, sous la seule action de

la pesanteur, par quatre objets familiers suspendus par une de leur extr�emit�e, �a savoir : le
demi-cercle et le demi-disque dans le plan, la demi-sph�ere et la demi-boule dans l'espace.

Introduction
La g�eom�etrie du plan, notamment celle qui concerne l'�etude des triangles, fait apparâ�tre

assez naturellement des angles que l'on retrouve dans des situations diverses et vari�ees ; c'est
le cas de l'angle droit mais aussi celui de l'angle de 120� (que l'on trouve en divisant le tour
du quadrant en trois parts �egales). La physique n'est pas en reste, elle qui nous fait �etudier
les positions d'�equilibre d'objets soumis �a des forces ext�erieures comme la gravitation. La
courte note que nous pr�esentons a pour but de mettre en lumi�ere quatre angles particuliers,
dont le caract�ere \universel" nous a paru int�eressant �a souligner et commenter.

Le cercle et le disque (en 2D), la sph�ere et la boule (en 3D), sont les objets les plus
familiers de la g�eom�etrie, leur caract�ere d'universalit�e, comme d'optimalit�e d'ailleurs (eu
�egard �a des crit�eres comme l'aire ou le volume), est bien �etabli et connu. Les objets que nous
consid�erons ici sont di��erents, il s'agit de la \moiti�e" des dits objets, �a savoir : le demi-
cercle et le demi-disque (dans le plan), la demi-sph�ere et la demi-boule (dans l'espace).
Lorsqu'ils sont suspendus par une de leur extr�emit�e, ces objets, sous la seule action de
la pesanteur, prennent une position d'�equilibre o�u sont mis en �evidence les quatre angles
d'inclinaison dont on va parler.

I Le questionnement
Commen�cons par un demi-cercle mat�eriel de rayon R suspendu �a la verticale par l'une

des extr�emit�es (voir la �gure 1 ci-dessous) ; ici comme dans tous les autres cas qui vont
suivre, la densit�e de masse sera suppos�ee uniforme, ce qui fait qu'elle n'in
uencera pas les
calculs de centres de gravit�e et d'angles d'inclinaison que nous ferons. Comme exemples,
cela peut être : une boucle d'oreille (R = 1 cm); une sculpture m�etallique comme on en voit
parfois (disons R = 1 m), ou bien carr�ement un demi-cercle en ciment arm�e d'un rayon de
1 km...Nous reproduisons les mêmes sch�emas avec un demi-disque plein (de rayon R).
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Figure 1 {

�A l'�etape suivante, nous consid�erons une demi-sph�ere (creuse) de rayon R, �egalement
suspendue �a la verticale �a l'un des points du cercle constituant sa base ; certains si�eges de
salon tr�es design sont con�cus de cette mani�ere. En�n c'est la demi-boule (ou demi-sph�ere
pleine) que nous suspendons �a la verticale (voir la �gure 2).
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Figure 2 {

Voici deux questions qu'on peut �evoquer �a propos des angles d'inclinaison �, �, 
, �
signal�es sur les �gures, et que nous avons eu l'occasion de poser autour de nous...avec
parfois des r�eponses contraires �a ce qu'on appelle \le bon sens physique", lequel n'est pas
toujours si bien r�epandu.

Question 1. \A vue de nez" (en occitanie on dit \a vista de nas"), comment se comparent
les angles correspondant aux situations \creuses" avec ceux des situations \pleines" ? En
clair, l'angle � vous parâ�t-il devoir être plus grand que l'angle � ? Même question concer-
nant les angles 
 et �.

Question 2. On modi�e la taille de tous ces objets en augmentant leur rayon R. Ainsi,
les centres de gravit�e sont situ�es de plus en plus bas par rapport au point d'attache, de
plus en plus proches (relativement) de la verticale. Comment varient les angles �, �, 
, �
en fonction de R ?

Les r�eponses �a la premi�ere question furent que, oui en e�et, dans les situations \pleines",
la masse est plus r�epartie et donc les objets se stabilisent �a l'�equilibre davantage �a la
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verticale ; en clair � est plus grand que �, 
 est plus grand que �: Ceci sera d�emontr�e par
le calcul plus loin.

Les r�eponses �a la deuxi�eme question furent, �a quelques exceptions pr�es, comme suit :
quand R augmente, les quatre angles �, �, 
, � diminuent...pas de mani�ere lin�eaire, mais
diminuent. Nous d�emontrons qu'il n'en est rien, que ces quatre angles sont ind�ependants

du rayon R, revêtant ce caract�ere universel que nous annoncions. Ainsi, la boucle d'oreille,
la sculpture m�etallique et le demi-cercle de ciment arm�e ont la même inclinaison vis-�a-vis
de l'horizontale (ou de la verticale).

II Les r�eponses
Dans les quatre cas consid�er�es, c'est la position du centre de gravit�e qui donnera, apr�es

un raisonnement de trigonom�etrie simple, la valeur de l'angle d'inclinaison recherch�e. Ici,
le centre de gravit�e, point d'application de la r�esultante des forces de gravit�e, se trouve �a la
verticale du point de suspension : c'est l'argument essentiel. Il n'y a plus qu'�a determiner
les rayons RG , les angles � s'ensuivront du fait que tan � = RG

R
:

II.1 Les deux premiers cas (dans le plan vertical)
Pour d�eterminer RG , c'est l'occasion ou jamais d'appliquer les deux beaux th�eor�emes

de Pappus-Guldin, et c'est d'ailleurs comme cela que ces calculs de RG sont faits dans
la plupart des ouvrages (cf. [1, 2, 3] par exemple).

L'aire A engendr�ee par la rotation du demi-cercle de rayon R autour de la verticale
est �egal au produit de la longueur de ce demi-cercle par la longueur du cercle d�ecrit par le
centre de gravit�e G (situ�e �a la distance RG du centre du demi-cercle) ; A se trouve être ici
l'aire de la sph�ere de rayon R :

A =(�R)(2�RG ) = 4�R2;

d'o�u RG = 2R

�
, et donc

� = arctan(
RG

R
) = arctan(

2

�
) ' 32; 48�: (1)

Le volume V engendr�e par la rotation du demi-disque plein de rayon R autour de la
verticale est �egal au produit de l'aire de ce demi-disque par la longueur du cercle d�ecrit
par le centre de gravit�e G (situ�e �a la distance rG du centre du demi-disque) ; V est connu
puisqu'il s'agit du volume de la sph�ere de rayon R :

V = (
�R2

2
)(2�RG ) =

4

3
�R3;

d'o�u RG = 4R

3�
, et

� = arctan(
4

3�
) ' 23�: (2)

II.2 Les deux cas suivants, dans l'espace
Les calculs de centres de gravit�e suivants sont classiques (voir [2, 3] par exemple).
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Dans le cas de la demi-sph�ere creuse, RG = R

2
, de sorte que


 = arctan(
1

2
) ' 26; 56�: (3)

Pour ce qui est de la demi-boule pleine, RG = 3R

8
; d'o�u

� = arctan(
3

8
) ' 20; 55�: (4)

Ainsi, pour les quatre objets consid�er�es, ces quatre angles 32;48�, 23�, 26;56�, 20;55�

apparaissent ind�ependants de la nature du mat�eriau et, surtout, du rayon R qui �xe leur
taille.
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